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CAOS E FRACTAIS

Equacdes diferenciais e Geometria

Arte e fractais
A geometria fractal
é a geometria da
natureza

Cléneia e Arte, 19/04/2011 (Mandelbrot)
https://www.f
lsabel Serva ractalus.com/

ESTRUTURA FRACTAL DE UM FETO sylvie/

Os fractais podem ser encontrados na natureza, em estruturas
vegetais ou animais (cristais, nuvens, sistemas radiculares, etc.)
ou podem ser produzidos artificialmente através de um
algoritmo matematico; repetem-se a exaustdo e parecem

A ORIGEM DO ESTUDO DOS sempre diferentes. A geometria fractal sempre produziu
formas e desenhos surpreendentes. Ha até quem se dedique a
FRACTA|S criar desenhos fractais com um intuito meramente estético.

E DO Sven Geier, por exemplo, ndo se saiu nada mal...
CAOS http://obviousmag.org/archives/2007/08/fractais.html#ixzz1)mD6d3gW

L~ legmend

A ideia dos fractais teve a sua origem no trabalho de Durante séculos a geometria euclidiana foi considerada c

Unica forma de descrever o mundo em que vivemos

alguns cientistas entre 1857 e 1913

A descoberta de

Em 1872, Karl Weierstrass inventou uma geometrias ndo-
fungdo com propriedades “estranhas”. euclidianas introduziu
Em 1904, von Koch, procurou uma definigdo novos objectos que
mais geométrica de uma fungdo semelhante, representam certos
actualmente conhecida como floco de neve fenémenos do
de Koch, que é o resultado de infinitas Universo, por
adi¢des de triangulos ao perimetro de um exemplo os fractais.
tridngulo inicial. Floco de neve Considera-se hoje que
de Koch tais objectos retratam
formas e fenémenos

Fractais sdo formas em que as partes da Natureza.

~ O conjunto de Mandelbrot é um
sdo semelhantes ao todo. exemplo famoso de fractal.
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0 CAOS _

Poincaré (1854-1912) e o problema dos trés corpos
Edward Lorenz e a simulagdo da convexdo na atmosfera
David Ruelle e os atractores estranhos

James Yorque e o nome “caos”

Benoit Mandelbrot e a geometria fractal

A “explosdo” dos fendmenos cadticos

O estudo do caos em sistemas dinamicos
comega com o movimento planetario
e com Poincaré

Marie Curie e Poincaré, em 1911, na Conferéncia Solvay.

O TRABALHO DE POINCARE NA MECANICA CELESTE O SIGNIFICADO
DO RESULTADO DE POINCARE

- Um dos membros do juri foi Karl Weierstrass, que
re.s'ofuc;ao cﬁfro[fema d::e&'ta[zfufad'é considerou que:
o sistema sofar “embora o trabalho de Poincaré ndo desse a
solugdo do problema, o seu resultado inaugura
uma nova era na mecanica celeste”

Poincaré ganhou o prémio por ter provado que

a solugao completa do problema a trés corpos Tinha nascido uma nova disciplina — o caos

ndo pode ser determinada.
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POINCARE A MECANICA CELESTE
E O CAOS

A solugdo de Poincaré mostrou que a
evolugdo do sistema solar é caédtica, como
se diz actualmente.

Ou seja
pequenas perturbagdes no seu estado inicial, tais

como um ligeira mudanga na posi¢do inicial do
corpo, conduzem a uma mudanga radical no seu
estado final

O MOVIMENTO PLANETARIO,
O PROBLEMA A DOIS CORPOS E O DETERMINISMO

O campo gravitico produzido pelo Sol é de tal forma
dominante que foi possivel estabelecer a solugao do
problema de 2 corpos (P2C) Sol / planeta: as elipses de
Kepler.

As equagdes do
movimento que se
obtém a partir das leis
de Newton permitem
obter a mesma
solugdo

UM PROBLEMA A MAIS QUE DOIS CORPOS
NAO TEM SOLUGAO MATEMATICA EXACTA

Desenvolveram-se entdao métodos perturbativos e
obtiveram-se solugGes aproximadas, para intervalos de

tempo limitados, o que ndo permitia uma demonstragao
rigorosa da estabilidade do sistema solar.

Foi este problema em aberto que
motivou os trabalhos de Henri
Poincaré (1854 - 1912) que
levaram a descoberta do caos.

Um problema relacionado, que também passou pelas maos de Newton e
Laplace, e que, apesar de constantes desenvolvimentos, ainda hoje da trabalho
a matematicos e a computadores de ponta é o problema da érbita da Lua.

POINCARE O PROBLEMA DOS TRES CORPOS E O CAOS

Poincaré descobriu que um problema tao
simples como o PR3C exibe solugdes cadticas:

Orbitas com dependéncia sensivel nas
condigdes iniciais.

Em vez da abordagem tradicional da época Poincaré procura
caracterizar de uma maneira geral o comportamento qualitativo
das solugBes de uma equacgdo diferencial e, para isso, leva a
descricdo dessas solugdes para o espaco de fase.

POINCARE O PROBLEMA DOS TRES CORPOS E O CAOS

Em vez de procurar seguir o movimento ao longo do
tempo (o que conduzia a equagdes impossiveis de
resolver), apercebeu-se que podia encontrar Orbitas
periddicas considerando apenas os pontos de
intercepgdo dessas orbitas com uma secgdo do espago
de fase

Se uma dada érbita passa por um s

ponto quando intercepta a secgao, a2
sera que no futuro voltara a passar { ?'/J
pelo mesmo ponto? Se a resposta for N § :—_—_*;.f

afirmativa, entdo a drbita é periddica. A

drbita

O oscilador harmadnico
(péndulo)
Um modelo
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Oscilador harmdnico no espago de fase

oscilador harménico sem amortecimento
- ow o itna
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VISUALIZAR A EVOLUGAO DE UM SISTEMA DINAMICO
NO ESPACO DE FASE

S e
Uma das vantagens de :""

pensar em estados como
pontos é a de permitir
visualizar a evolugdo de = | —f
um sistema.
Se um sistema tem um e :
comportamento periédico s |

regressa ao mesmo ponto
DO ESPACO DE FASE
periodicamente

Al N
E] 2 f' I@} \I P\I 3
&7
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Enquanto para o péndulo simples se tém
oOrbitas fechadas (periddicas), para o péndulo
com amortecimento qualquer orbita tende para
o ponto (0,0), onde o péndulo fica parado.

Os padrdes de comportamentos de certos
sistemas fisicos no espago de fases, criam
figuras com uma certa regularidade e simetria.

No sistema Jupiter-Sol-Terra
Para vérias condigGes iniciais,
representadas por diferentes cores,
tem-se comportamento
regular ou cadtico

Foram essas érbitas no espago das

fases que permitiram caracterizar a

“regularidade do caos” e criar uma

nova geometria (geometria fractal)
e novos conceitos (atractor)

No caso do problema a trés corpos
Poincaré descobriu érbitas irregulares

Duas 6rbitas com condigdes iniciais ligeiramente
diferentes podiam afastar-se rapidamente uma da
outra desenhando formas extraordinariamente
complexas sem nunca passarem pelo mesmo ponto
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EDWARD LORENZ
E O ESTUDO
DA CONVEXAO
NA ATMOSFERA

Muitos anos depois...

ele é reencontrado pelo
matematico e meteorologista
Edward Lorenz

Edward Lorenz e o estudo da convexao
atmosférica
Ao calcular solugdes aproximadas para um sistema
de equagbes que modela a convexdo na atmosfera,

reencontrou a dependéncia das condigdes iniciais
(tal como Poincaré para o sistema a trés corpos)

dx

a=c7(y—x)
dy .
dt—X(p 7)-y
dz
a—xy—ﬁz

O EFEITO BORBOLETA

Este fendmeno, o da dependéncia sensivel nas
condigdes iniciais , deu origem a metéfora do
efeito borboleta. A partir dos seus calculos,
Lorenz desenhou o primeiro esbogo do atractor
cadtico aue hoie é conhecido com o seu nome

--------- € NUJC © LONNCLIVO LOM O Scu noinc

Atractor de Lorenz

O atractor de Lorenz

Estas figuras — feita usando p=28, 0 =10and B =8/3 —
mostram a evolugdo 3-D no atractor de Lorenz de duas
trajectdrias (uma a azul, a outra a amarelo), comegando em dois
pontos iniciais que diferem apenas de 10 na coordenada x.
Inicialmente, as duas trajectérias parecem coincidir (s6 se vendo
a amarela, por estar desenhada sobre a azul) mas, ao fim de
algum tempo, a divergéncia é 6bvia.

“Os resultados de Lorenz eram conhecidos dos meteorologistas mas s6 foram apreciados
pelos fisicos tardiamente”  (David Ruelle)

O DESENVOLVIMENTO DA
TEORIA DO CAOS
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Smale, tal como Poincaré, utilizou a
movimento
David Ruelle, Smale e a turbuléncia nos fluidos (1971)
Uma das suas primeiras contribuigdes foi elaborar uma nova maneira
de conceber a complexidade dos sistemas dindmicos usando
James Yorke, Lorenz e Smale topologia. Para traduzir as transformagées no espaco de fases
O artigo “Periodo trés implica caos” concebeu uma estrutura que se tornou conhecida por ferradura.
(Amer. Math. Monthly, 1975)
E‘ﬁ'- WH o (il Aferratljura forrlwec.eu
Yorke e Robert May: o caos ! 1 I L i W el airallze
e a evolugdo de populagdes = ' ! -

| _ visual da

=15 = - dependéncia em
(Nature, 1976) 'l flee= A relagdo as condigdes
¥ ‘ e ‘ w iniciais

Mandelbrot: a renovagdo de uma geometria ja conhecida

Imagens da evolugdo no tempo e no espago de fases

DAVID RUELLE, “O ACASO E O CAOS”

RUELLE- TAKEN
A turbuléncia é um dos fenémenos que “origina caos” OS ATRACTORES ESTRANHOS
Em 1971 Ruelle e Taken tentam publicar um artigo sobre a
turbuléncia mas é recusado

Os escoamentos turbulentos ndo sdo descritos pela sobreposi¢do

de numerosos modos mas por ATRACTORES ESTRANHOS

Segundo Ruelle e Taken, os escoamentos turbulentos sdo descritos
por “atractores estranhos” do tipo do atractor de Lorenz

Os atractores estranhos sdo fractais, ou seja, sdo definidos por
linhas ou superficies de dimensdo ndo inteira.
Ruelle aplicou a sua teoria a outros fenémenos tais como as

reacgdes quimicas

Muitos outros fendmenos sdo estudados na dptica do caos, a
partir dos anos 1980

James Yorke A partir dos anos setenta a utilizagdo de

computadores para achar solugdes
aproximadas de equagdes foi-se generalizando

“Um matemdtico que gostava de se considerar um
filésofo” (Gleick)

Muitos fenémenos sdo estudados na éptica do

- - caos, a partir dos anos 1980:
Afinlnrador do tr.abalho de Lorenz, ?nwou a Smale uma sistema solar, meteorologia, evolugio de
copia do seu artigo sobre a convexao na atmosfera. Ele ~ . ~

. populagdes, escoamento de fluidos, reacgoes
achava que havia uma mensagem no trabalho de Lorenz
que os fisicos ndo queria ouvir.

quimicas

Yorke analisou o comportamento de populagdes, a partir de dados
fornecidos por um bidlogo, Robert May, e concluiu sobre a matematicas que ajudaram a entender e a
existéncia de “bifurcagdes” cadticas, um fendomeno ji detectado explicar estes sistemas.
mas ndo considerado importante pelos bidlogos.

desenvolveram-se novas ferramentas
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Mandelbrot e a via geométrica do caos

,..s"',i} G
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Ao estudar padrdes irregulares com o
auxilio do calculo computacional,
Mandelbrot chegou ao conceito de auto-
semelhanga que lhe serviu para definir o
FRACTAL

Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, 1982

O conjunto de Mandelbrot foi definido pela primeira vez em 1905
pelo matematico Pierre Fatou, que obteve uma sequéncia de
pontos (6rbita) aplicando repetidamente a férmula (no plano
complexo) z,,,=z,2+C

Mandelbrot utilizou um
computador para
representar o conjunto

Na figura representa-se
sobre o conjunto de
Mandelbrot a evolugdo
da sequéncia

-5 2
Zp= Zy7HC

(para diferentes valores de c)

COMO FEZ A NATUREZA PARA ELABORAR UMA
GEOMETRIA TAO COMPLEXA?

Na opinido de Mandelbrot as complicagdes s6 existem na geometria
euclideana . Pelo contrario, nos fractais, as estruturas ramificadas podem
ser descritas com grande simplicidade, usando apenas alguns bits de
informagdo.

O “NASCIMENTO” DA GEOMETRIA FRACTAL

Conjunto de Cantor; Curva de Peano; Curva
Y-y

de Hilbert; Curva de Koch; triangulo e tapete
de Sierpinski; Conjuntos de Fatou e Julia.
Lo
George Cantor (1845-1918) E
Giuseppe Peano (1858-1932)
David Hilbert (1862-1943)
Helge Von Koch (1870-1924)
Pierre Fatou (1878- 1929)
Waclaw Siepirnski (1882-1969)
Gaston Julia (1893-1978)

%%

Os fractais foram originalmente
estudados como objectos matematicos.
A geometria fractal descreve muitas
situagGes que ndo podem ser
explicadas facilmente pela geometria

classica. E usada em ciéncia, tecnologia
e arte gerada por computador.
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A curva de Koch

é uma curva geométrica e um
dos primeiros fractais a serem
descritos. Aparece pela L, —
primeira vez num artigo de VY TV A -
1906, intitulado "Une
méthode géométrique
élémentaire pour |'étude de
certaines questions de la
théorie des courbes planes",
de autoria do matemdtico (29~
sueco

0 mais conhecido Floco de neve de Koch (ou estrela de Koch) correponde @ mesma
curva, tirando que se inicia a sua construgdo a partir de um tridngulo equilatero

O FLOCO DE NEVE DE KOCH

E um fractal, que se obtém partindo de um tridngulo equilatero.
Para o construir, comega-se com um triangulo. Ao meio de cada
lado, adiciona-se um novo tridangulo com um tergo do tamanho.
E assim por diante, como se pode verificar na figura seguinte.
O comprimento total do contorno é 3*4/3*4/3*4/3... - infinito.

Eric Haines desenvolveu o
mesmo conceito, a trés
dimensdes, o que resultou
num fractal com volume de
um floco de neve.

FRACTAIS

Curva de Peano-Hilbert Esponja de Menger

Alguns detalhes do conjunto de Mandelbrot
feitos com base num applet de JAVA

Arte e o Conjunto de Mandelbrot
O conjunto de Mandelbrot tem sido usado como
fonte de figuras interessantes em arte. Algumas tém
mesmo colecgdes de figuras, e as respectivas
cordenadas utilizadas para as gerar.

http://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Mandelbrot
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